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曲线在罗茨泵转子型线设计中的应用
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摘要!将
M\,̀ -

曲线运用到罗茨泵转子型线的设计中!

设计了叶峰曲线的合理区域"求解了
M\,̀ -

曲线的包

络条件!实现了由控制点和权因子决定
M\,̀ -

曲线罗茨

泵转子型线的方法"该方法重新设计了渐开线型转子型

线!平均误差在
";#

#

4

内!处于合理误差范围内!验证了

M\,̀ -

曲线设计罗茨泵转子型线的可行性"并利用

M\,̀ -

曲线局部可调的特性!对转子型线进行了改进优

化!使转子型线的面积利用系数提高了
#O

!为罗茨泵转

子型线设计提供了一种理论和方法"

关键词!罗茨泵转子型线'

M\,̀ -

曲线'性能优化
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罗茨泵是一种无内压缩的旋转变容积式泵'在食品-

化工-医药等行业中的真空蒸馏-浓缩-干燥等工艺过程

中得到广泛应用+

#

,

(其核心零部件为内部一对沿相反方

向同步旋转的转子(罗茨泵在工作过程中借助于转子转

动过程中与转子腔形成的多个基元容积实现抽气功能(

转子截面形状即转子型线'其优劣直接决定了整个罗茨

泵设备的工作性能(

PK5

G

等+

!

,提出了叶峰曲线为单圆弧-叶谷曲线为圆

弧共轭曲线的罗茨风机转子型线'并建立了转子型线的

方程(

UK6?:

等+

)

,尝试用渐开线设计罗茨风机的转子'并

通过试验证明了使用渐开线转子型线的罗茨风机拥有更

高的容积利用效率(

P<L

V

等+

(

,根据偏差函数推导了罗

茨泵的一般流量公式'并提出了一种根据给定流量方程

设计罗茨泵转子型线的方式(

UK6?:

等+

0

,提出了用可变

摆线比的摆线设计罗茨泵转子型线的设计方法'并以基

于三次-五次-七次的多项式和正弦函数的摆线比的摆线

设计转子型线(

*56

等+

2

,提出了一种从叶峰曲线到叶谷

曲线分别为圆弧-偏心圆弧-摆线-圆弧组成的罗茨泵转

子型线(

目前罗茨泵转子型线上应用比较广泛的是圆弧-摆

线-渐开线(用此类曲线设计转子型线时'当叶峰曲线为

由多段曲线构成时'设计效率低下&转子型线的线型一旦

选定'在有限空间内修改较繁琐(而
M\,̀ -

曲线#

M<L.

\L6S<@4,5C6<L57̀ .-

>

76L?K

%具有能够表达常规二次曲线

的特性'且
M\,̀ -

曲线具有二次曲线不具备的局部修改

性(本研究拟将
M\,̀ -

曲线运用到罗茨泵转子型线的

设计中'旨在实现罗茨泵转子型线表达方式的统一'并利

用其局部修改性设计出性能更加优异的转子型线(

#

!

罗茨泵转子型线设计原理
罗茨泵两个转子形状相同'且在每个齿上的齿廓亦相

同'而每个齿上的齿廓又为轴对称'故设计罗茨泵转子型

线实际上就是设计罗茨泵转子半个齿上的曲线#即叶峰曲
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线和叶谷曲线%(而在设计罗茨泵转子型线前需先确定罗

茨泵转子型线的设计范围'如图
#

所示'齿顶圆半径
P

:

-节

圆半径
P

-叶峰曲线#叶谷曲线%起点与终点占据节圆的圆

心角
#

'都将影响叶峰曲线-叶谷曲线的设计范围(故在转

子型线设计中'需先确定此类参数(节圆半径
P

为中心距

?

的
#

*

!

'夹角
#

和转子齿数
V

应满足
#

i

(

!g

(

通过确定转子齿数
V

-中心距
?

和齿顶高
P

:

可以确定

叶峰曲线和叶谷曲线的设计范围(在设计型线时为了保证

转子与转子之间每一个啮合点的间隙均匀且保持恒定'叶峰

曲线
#

#

-

#

和叶谷曲线
-

#

A

#

都是共轭的'所以叶谷曲线

-

#

A

#

通过包络条件可计算求得'故只设计叶峰曲线
#

#

-

#

(

图
#

!

罗茨泵转子型线设计图
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转子型线设计的坐标系及坐标转换

在叶峰曲线设计完后'通过包络条件式求叶谷曲线'

必须建立如图
!

所示的坐标系(其中包含了两对坐标

系'分别为$

*

固结在罗茨泵泵体上的左侧转子的静坐标

系
F

#

U

#

&

#

和右侧转子的静坐标系
F

!

U

!

&

!

&

+

固结在

转子上的左侧转子的动坐标系
F

#

D

#>#

和右侧转子的动

坐标系
F

!

D

!>!

(左侧转子的动-静坐标系和右侧转子的

动-静坐标系分别拥有共同的原点
F

#

-

F

!

'

F

#

-

F

!

分别处

于两个转子的旋转中心上'区别在于静坐标系
F

#

U

#

&

#

和

F

!

U

!

&

!

是固结在泵体上'不随着转子的转动而发生任何

位置变化'而动坐标系
F

#

D

#>#

和
F

!

D

!>!

是固结在转子

上'随着转子的转动发生相应角度的转动(左侧转子逆

时针转动'右侧转子顺时针转动(需进一步说明的是转

子型线的设计为二维问题'故本设计方法中未涉及到

V

轴(

!!

根据转子的啮合原理可以得到以下不同坐标系之间

的表达关系+

E

,

$

#

#

%在左侧转子静坐标系
F

#

U

#

&

#

中表达左侧转子

动坐标系
F

#

D

#>#

中的元素$

!!

U

#

iD

#

9<K

-

b

>#

K6L

-

&

&

#

iD

#

K6L

-

d

>#

9<K

-

(

9

#

#

%
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#

!

%在右侧转子静坐标系
F

!

U

!

&

!

中表达右侧转子

动坐标系
F

!

D

!>!

中的元素$

-

表示左侧转子和右侧转子的转角&

,

表示转子旋转的角速度

图
!

!

罗茨泵转子坐标关系
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%在左侧转子动坐标系
F

#

D

#>#

中表达右侧转子动

坐标系
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D
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D

#

Q R

D

!

9<K!

-

\

>!

K6L!

-

\

?9<K

-

&

>#

Q

D

!

K6L!

-

\

>!

9<K!

-

R

?K6L

-

(

9

#

(

%

#

0

%在右侧转子动坐标系
F

!

D
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中表达左侧转子动

坐标系
F
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D
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左侧转子的叶峰曲线的参数方程为$

D
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式中$
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分别为叶峰曲线段系数
9

的起始值

和终止值%(

将式#

2

%代入式#

(

%中'可以得到叶峰曲线段在对应

的右侧转子上的叶谷曲线段的方程为$
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根据包络条件可以求得
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关于曲线参数
9

的表达式$
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曲线罗茨泵转子型线设计的应用



式#

$

%称为包络条件式(通过包络条件式得到
-

后'

再代入式#

0

%中即可得到右侧转子的叶谷曲线方程(

此时求得的叶谷曲线为右侧转子的叶谷曲线'而最

终需要得到的是左侧转子的叶谷曲线'故还需将右侧转

子的叶谷曲线进一步换算成左侧转子的叶谷曲线(若将

动坐标系
F

#

D

#>#

'

F

!

D

!>!

重叠'将左侧转子的叶峰曲线

和右侧转子的叶谷曲线统一到同一个坐标系中表达可得

如图
)

所示的图形'此时右侧转子的叶谷曲线和左侧转

子的叶谷曲线为关于直线
>

Q

D

S

C5L

#

对称的曲线'故可

以通过镜像矩阵
##

得到左侧转子的叶谷方程$

D̂

#
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^
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+ ,
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9<K!
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#

K6L!

# R

9<K!
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+ ,

S
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+ ,

( #
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%

图
)

!

左侧转子和右侧转子的叶谷曲线关系图
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故可以在设计完转子的叶峰曲线方程的情况下'通

过计算得到转子叶谷曲线的方程(

#;!

!

叶峰曲线合理设计区域的推导

在设计罗茨泵转子型线时'第一步为确定叶峰曲线'

为了避免叶峰曲线数据一开始就设计不合理'直到该段

曲线设计完才发现转子型线的错误'导致转子型线的设

计效率降低(故本研究针对转子的叶峰曲线的设计区域

进行框定'以指导转子型线的设计参数选取'提高设计效

率(为了设计方便'将转子叶峰曲线都设计在第一象限

和坐标轴上'转子的叶峰曲线的起点都设计在
F

#

D

#

轴上(

如图
(

所示'由于转子叶峰曲线自身位置的布局特

点'叶峰曲线必须处于节圆弧
F

#

#̂-

右侧-齿顶圆弧
F

#

#4

左侧-线段
#̂#

上方-线段
-4

下方(得出叶峰曲线

的基本设计区域$

#

#

%叶峰曲线处于
F
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右侧$
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%叶峰曲线处于线段
#̂#

上方$

>#

'

"

( #

#!

%

#

(

%叶峰曲线处于线段
-4

下方$
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(
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%

转子叶峰曲线和对应的节圆段存在一种映射关系'理

论上叶峰曲线映射到节圆弧段
F

#

#̂-

上'恰好得到完整的

节圆弧段'若映射得到的曲线出现重叠'则会产生封闭容

积'为了避免此类情况'并将情况推至极限'则叶峰曲线映

射得到的曲线只为一点'而考虑叶峰曲线在
#

点的连续性

要求'故映射得到的点只能是
#p

点'满足情况的叶峰曲线

如图
(

中的销齿圆弧
#p#%

'即叶峰曲线设计的下边界(

图
(

!

转子型线设计的基本区域的确定
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!!

下边界销齿圆弧
#p#%

的数学表达式如下$
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!
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'

#

P

:

R

P

%

!

'

D

2

+

P

'

P

:

,( #

#(

%

同时转子的封闭性限定了转子的叶峰曲线和叶谷曲

线必然是首尾相接'故叶峰曲线必然过
-

点&转子的连续

性限定叶峰曲线为多段时'各曲线之间必须至少保证相

切连续(叶峰曲线若完全采用销齿圆弧'叶峰曲线的终

点不能到达设计终点
-

点'故在式#

#!

%限定的叶峰曲线

合理设计区域的下边界的基础上可以进一步缩小设计区

域的左边界'叶峰曲线至少由两段曲线组成'如图
(

所

示'保证第一段曲线为销齿圆弧最长为
#p#I

'第一段曲

线外的曲线为直线段
I-

(

转子型线的合理设计区域的左边界
#I-

'数学表达

式为$

#
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)
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(
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%

式中$
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通过以上的约束条件便得到叶峰曲线的合理设计范

围'如图
0

中粗虚线标出的区域所示'图
0

中同时标出了

圆弧型转子型线-摆线型转子型线-渐开线型转子型线的

叶峰曲线和该合理设计范围的关系(从图
0

可知'几种

典型的转子型线的叶峰曲线均设计在合理设计区域内(

本研究提出的叶峰曲线的合理设计区域虽不能保证设计

在其内部的齿廓都是合格的'但能保证未设计在合理设

计范围区域内的转子型线一定为不合格的(

图
0

!

典型转子型线与合理设计区域的关系
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!
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!

M\,̀ -

曲线设计转子型线的方法

!;#

!

包络条件求解

一段
Z

次
M\,̀ -

曲线的函数定义为+

$

,

$

-

#

'

%

Q

0

+

*

Q

"

$

*

'

Z

#

'

%

H

*

N

*
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*

Q

"

$

*

'

Z

#

'

%

H

*

'

:

*

'

*

@

' #

#2

%

式中$

'

)))

M\,̀ -

曲线中的参数&

Z

)))曲线次数&

N

*

)))控制点'控制点的个数为
+d#

&

H

*

)))控制点的权因子'决定了控制点偏离曲线的

程度'控制点的个数为
+d#

'所以
H

*

"

"

&

$

*

'

Z

#

'

%)))定义在非周期且非均匀节点矢量
$i

9

:

'3'

:

'

'

Zd#

'3'

'

Cb

M

b#

'

@

'3'

@

:上的
Z

次
I

样条基

函数'节点矢量
$

中的元素称为节点'节点矢量中节点的

个数为
Cd#

'而参数
C

满足
Ci+dZd#

(

M\,̀ -

曲线在进行罗茨泵转子型线设计中使用相

对容易'给定了
M\,̀ -

曲线的次数
Z

-控制点
N

*

-控制

点对应的权因子
H

*

后'左侧转子的叶峰曲线方程可表

达为$

D
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式中$
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将式#
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%代入式#

2

%中可以得到
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曲线的包络

条件式$
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式中$
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将式#

#E

%设计的
M\,̀ -

曲线的叶峰转子型线方程

和
M\,̀ -

曲线设计转子型线时的包络条件式#

#$

%代入

式#

(

%可以得到右侧转子上的叶谷曲线方程(式#

#$

%中

涉及到
M\,̀ -

曲线的求导'与传统圆锥曲线的求导是有

区别的(

!;!

!

M\,̀ -

导数的推导

在式#

#2

%中'令
#
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'则
M\,̀ -

曲线的表达式可改写为$
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Q

#

#

'

%

K

#

'

%

( #

#1

%

故
M\,̀ -

曲线的一阶导数可以表达为$
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式#
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%中在求解
#

#

'

%和
K

#

'

%的一阶导数时'实质

上只需对其公式内部的基函数求解$
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%

基函数的求导类似于基函数的求解'为一个递推公

式'需要从低阶到高阶逐层计算$
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由此便可计算出
M\,̀ -

曲线的一阶导数的求导(

#!!

#

<̂7;)0

"

M<;E

刘振超等!基于
M\,̀ -

曲线罗茨泵转子型线设计的应用



)

!

基于
M\,̀ -

曲线的转子型线设计
在常用的罗茨泵转子型线中'渐开线型转子型线的

罗茨泵在面积利用系数上要高于单圆弧型转子型线'故

理论抽气速率也是渐开线型的 要 高(本 研 究 基 于

M\,̀ -

曲线的局部修改性和前文提出的叶峰曲线合理

设计区域'在渐开线型转子型线的基础上'对转子型线进

行改进设计'以期获得面积利用系数更高的罗茨泵转子

型线(面积利用系数能直接反映罗茨泵的抽气速率(根

据罗茨泵转子的面积利用系数
.

的定义'得到面积利用

系数的公式$

.Q
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R

6

6

"

Q

#

R

6

(S

P

!

:

' #

!)

%

式中$

6

"

)))罗茨泵转子旋转
#

周'其齿顶圆半径经过的

面积'即
6

"

Q(S

P

!

:

&

6

)))罗茨泵转子的横截面面积(

M\,̀ -

曲线设计转子型线流程'首先确定了转子的

齿顶高-中心距-转子齿数(再利用
M\,̀ -

曲线设计叶

峰曲线
#

#

-

#

'根据叶峰曲线
#

#

-

#

的数据计算叶谷曲线

-

#

A

#

'获得整条转子型线数据'若满足要求'则输出型线

数据'若不符合设计要求'则需要修改设计参数'重新

计算(

);#

!

渐开线型转子型线的复现

由于
M\,̀ -

曲线对渐开线无法完美表达'故只能通

过调整次数与控制点数对
M\,̀ -

曲线进行拟合'使其与

渐开线的误差保证在允许误差之内(因此
M\,̀ -

曲线

设计的渐开线转子型线在叶峰曲线上存在一定的误差'

使得通过计算得到的叶谷曲线也存在误差'既而在用

M\,̀ -

曲线复现渐开线型转子型线后'有必要对叶峰曲

线和叶谷曲线进行误差分析(

对限 定 区 域 下 渐 开 线 转 子 型 线 的 叶 峰 曲 线 用

M\,̀ -

曲线进行拟合'采用四次
M\,̀ -

曲线'并通过

0

个控制点对曲线进行控制'如图
2

所示'数据见表
#

(渐

开线转子型线中销齿圆弧部分可以使用
M\,̀ -

曲线表

达+

1

,

'误差如表
!

所示'复现销齿圆弧部分可以做到无误

差&拟合的渐开线转子型线渐开线部分的平均误差为

$;))!c#"

b!

#

4

'最大误差为
#;EE)c#"

b#

#

4

&通过拟合

的
M\,̀ -

曲线计算得到的叶谷曲线的数据和原曲线的

数据经过比对'平均误差为
#;"(#c#"

b#

#

4

'最大误差为

);0"1c#"

b#

#

4

(可以看出'通过
M\,̀ -

曲线设计的渐

图
2

!

叶峰曲线控制点图
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渐开线型转子型线叶峰曲线的设计参数对比
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圆弧 三次
M\,̀ -

曲线 渐开线 四次
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曲线
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半径
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控制点
)

*权因子

+#

22;1#1$

'

#0;E!22

%*

";20$"

,
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控制点
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曲线设计的误差分析
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开线型转子型线的叶峰曲线和叶谷曲线的误差均低于抛

光的加工精度'该误差在合理误差范围内'实现了用

M\,̀ -

曲线对渐开线型转子型线的复现(

);!

!

基于
M\,̀ -

曲线的转子型线改进设计

首先确定转子的齿顶圆半径
P

:

为
E!;!E!#44

-中

心距
?

为
#""44

-转子齿数
V

为
)

(面积利用系数是

罗茨泵转子性能的决定性因素'增加面积利用系数'能够

有效提高罗茨泵性能(设计罗茨泵转子型线时'在无法

得知叶谷曲线
-

#

A

#

的情况下'控制叶峰曲线
#

#

-

#

尽量

与合理设计区域边界靠近也是减小转子面积的一种有效

途径(在渐开线型转子型线的叶峰曲线设计图上架构出

叶峰曲线合理设计区域'如图
E

所示'渐开线转子型线的

第
#

段销齿圆弧
#̂#

#

I

#

为处于合理设计区域的下边界

圆弧
#̂ #I

上的'销齿圆弧
#̂ #

#

I

#

的圆心角大小为

0$;0$Eq

'边界圆弧
#̂#I

的圆心角为
E(;)E2q

'由此可发

现转子型线的第
#

段销齿圆弧具备延长使用长度的可

能(基于此'采用两段式的叶峰曲线设计手段(叶峰曲

线的第
#

段仍然沿用销齿圆弧'但销齿圆弧的使用长度

将增加&第
!

段叶峰曲线则采用
M\,̀ -

曲线进行架构'

并利用
M\,̀ -

曲线的局部可调性调整第
!

段叶峰曲线

的形状'使设计完的转子型线拥有最高的面积利用系数(

本研究中选用修改权因子的方式'确定了控制点后

只要定量修改其对应的权因子参数即可(对第
#

段叶峰

曲线段#销齿圆弧%的设计策略为$设置
1

组试验'第
#

组

试验中第
#

段销齿圆弧仍采用圆弧
#

#

#̂

#

I

#

'第
#

组以

后每组的第
#

段销齿圆弧比前一组的销齿圆弧的圆心角

多使用
#;1E(q

'这样第
1

组中的第
#

段销齿圆弧刚好为合

理设计区域的下边界)))销齿圆弧
#̂#I

(

对第
!

段叶峰曲线段采用
M\,̀ -

曲线的设计策略

为$

M\,̀ -

曲线次数采用了三次'并由
(

控制点进行控

制'针对第
#

段销齿圆弧的使用长度'第
!

段曲线通过一

维搜索的方法对第
!

段
M\,̀ -

曲线的中间两个控制点

对应的权因子进行调控'从而获得每组中面积利用系数

最高的权因子组合(

!!

实际设计发现第
)

组试验之后的组别无论如何调整

图
E

!

渐开线转子叶峰曲线图

&6

V

=@?E

!

I?5]9=@R?<S6LR<7=C?@<C<@Q75A?

表
)

!

改进的转子型线性能参数对比

P5Q7?)

!

*<4

>

5@6K<LK<S76L?5@

>

?@S<@45L9?

>

5@54?C?@K

<S64

>

@<R6L

V

@<C<@K:5

>

?K

组别
销齿圆弧使用

角度*#

q

%

面积利用

系数*
O

单圆弧型
";""" ($;("

渐开线型
0$;0$E ($;$2

第
#

组
M\,̀ -

曲线型
0$;0$E ($;1#

第
!

组
M\,̀ -

曲线型
2";0## (1;#"

第
)

组
M\,̀ -

曲线型
2!;()( (1;"2

图
$

!

转子型线的根切图

&6

V

=@?$

!

\LA?@9=C<S@<C<@

>

@<S67?

第
!

段的
M\,̀ -

曲线'都会出现根切的现象'如图
$

所

示(故只对前
)

组试验的结果进行了总结'得到表
)

的

试验结果(通过对表中的数据可以看出'改进的
M\,̀ -

曲线型转子型线中面积利用系数最高的为第
!

组'高出

渐开线转子型线
";0)O

'高出单圆弧型转子型线
#;(0O

(

其转子型线叶峰曲线数据如表
(

所示'转子型线如图
1

所示(

(

!

结论
#

#

%设计罗茨泵转子型线叶峰曲线合理区域'便于指

导转子型线参数选取'对转子型线的改进设计开发具备

一定的指导作用'提高设计效率(

!!

#

!

%针对渐开线型转子型线'用一整段
M\,̀ -

曲线

表达叶峰曲线'由控制点和权因子决定'得到了误差最大

为
#;"(#c#"

b#

#

4

的型线'验证了用
M\,̀ -

进行型线

图
1

!

改进的
M\,̀ -

型转子型线

&6

V

=@?1

!

J4

>

@<R?AM\,̀ -@<C<@

>

@<S67?

%!!

#

<̂7;)0

"

M<;E

刘振超等!基于
M\,̀ -

曲线罗茨泵转子型线设计的应用



表
(

!

改进的
M\,̀ -

型转子型线叶峰曲线数据

P5Q7?(

!

J4

>

@<R?AM\,̀ -@<C<@

>

@<S67?

>

?5]9=@R?A5C5

44

#

#

I

#

#圆弧%

I

#

-

#

#三次
M\,̀ -

曲线%

起点#

E!;!E!#

'

";""""

%

控制点
#

*权因子+#

2#;")(!

'

#1;)(22

%*

#;""""

,

终点#

2#;")(!

'

#1;)(22

%

控制点
!

*权因子+#

0E;)(#)

'

!#;(!01

%*

#;("""

,

半径
!!;!E!#

控制点
)

*权因子+#

0#;)0")

'

!);)2!1

%*

#;0"""

,

控制点
(

*权因子+#

();)"#)

'

";""""

%*

#;""""

,

设计的可行性(增加了罗茨泵转子型线设计的曲线类

型(结合叶峰曲线合理设计区域'利用
M\,̀ -

曲线局部

调整性对型线进行优化'最终得到了优化后的型线'型线

的面积利用系数得到了提高'提高了罗茨泵性能(

#

)

%结合
M\,̀ -

曲线设计转子型线'优势在于

M\,̀ -

曲线的便捷的局部调整性'研究中只通过修改权

因子的方式调控曲线'为了最大化利用
M\,̀ -

曲线的形

状调整工具'今后应同时结合调整控制点的方法设计转

子型线(
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