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基于包络理论的谐波传动共轭齿廓求解和
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摘要!针对数值求解谐波传动共轭齿廓推导复杂"不易求

解等问题"运用一种根据柔轮运动轨迹包络的方法求解

共轭齿廓"同时调整柔轮齿廓的沿轴向的不同齿高"使柔

轮齿与共轭钢轮齿啮合时不发生干涉#为分析柔轮的齿

根圆半径和转矩对柔轮应力的影响"通过
Q-/

?

/W3:B&

D;-2,

建立了多体接触模型"探究了齿根圆半径和加载不

同转矩对柔轮应力的影响规律#结果表明%柔轮应力对

齿廓参数变化的敏感度高于所加载的转矩"因为谐波传

动为多齿啮合传动"单个齿所受的应力较小"载荷对柔轮

应力的影响相对小于齿廓参数的影响#

关键词!共轭齿廓$包络理论$谐波传动$运动学仿真$齿

廓参数$应力
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随着机器人技术的快速发展$传统的食品加工工厂

向智能化$无人工化迈进%其中$工业机器人是实现智能

化食品加工工厂的重点装备$而其中谐波减速器主要作

用于工业机器人机械臂的关节处$是影响机器人性能的

重要部件之一%谐波减速器由柔轮(钢轮和波发生器组

成$其传动主要依靠柔轮的可控的弹性变形来传递运动$

通常以钢轮固定$柔轮作为输入$波发生器作为输出来实

现运动的传递%

谐波传动中$齿形齿廓是影响谐波减速器高精密度

的主要因素$柔轮与钢轮高性能的啮合取决于其齿廓的

良好设计%目前关于齿形的研究有图解分析法)

!

*
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(等

速曲线法)
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#!G#0

(幂级数法)
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(改进运动学法)
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(包络

法)

0

*和速度瞬心法)
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发明的谐波减速器$所用的齿廓即是直线齿廓$后

来被工艺较好的渐开线齿廓代替)

!
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等)
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*

采用齿条近似法简化的方法提出了
[

型齿廓%辛洪兵)

#

*

在圆弧齿廓的基础上提出了谐波传动双圆弧齿廓的设计
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方法%王家序等)

JG6

*对不同共轭原理的双圆弧齿廓谐波

传动的共轭齿廓和共轭区域进行了对比分析%张宁等)

"

*

基于柔轮装配后实际齿廓线与理论齿廓线在空间位置上

存在差异$为避免啮合干涉或啮合不充分情况$提出柔轮

齿廓的修形方法模型来对柔轮齿廓进行设计优化%张雷

等)

!5G!4

*对双圆弧谐波传动进行啮合优化和仿真分析$探

究其柔轮应力的影响规律%肖季常等)

!0

*在基于谐波传动

共轭方法的基础上提出三圆弧齿廓的设计方法$并探究三

圆弧柔轮齿廓参数对共轭区间的影响%余金宝等)

!$

*根据

椭圆凸轮波发生器的运动规律推导柔轮的变形函数$并运

用运动轨迹包络求解钢轮齿廓$通过啮合仿真验证所求钢

轮齿廓的合理性%前面几篇文献对谐波传动共轭齿廓的

求解主要是运用传统的数值解法去推导共轭齿廓$未与运

动仿真相结合%余金宝等)

!$

*虽然结合了运动仿真去求解

共轭齿廓$但是未考虑柔轮齿在空间的变形情况%

试验拟以公切线式双圆弧齿廓为研究对象$采用包

络理论运动学仿真的方法$根据柔轮运动轨迹的包络$对

包络线进行最小二乘拟合求解出共轭钢轮齿廓%同时$

基于
P(9*(D

分析柔轮齿在空间的真实啮合状态调整柔

轮齿沿轴向的不同齿高$并在
Q-/

?

/=3:BD;-2,

中建立

谐波减速器完整的三维弹性接触模型$分析柔轮的齿根

圆半径和加载的转矩对其应力和变形的影响规律$以期

优化其参数来降低柔轮的应力$提高柔轮的疲劳强度%

!

!

谐波传动共轭齿廓设计
!1!

!

公切线双圆弧齿廓

图
!

为公切线双圆弧柔轮齿廓坐标系$其由凸圆弧

齿廓
#S

$公切线
S7

$凹圆弧齿廓
7P

组成%以柔轮中心

线为
.

轴$齿廓两侧公切线中点的连线为
,

轴$则
,

和

.

轴的交点为公切线双圆弧齿廓的坐标原点
U

%其各段

齿廓相应的参数方程表达式为&
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"""柔轮凸齿廓横坐标$
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"""柔轮凸齿廓纵坐标$
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图
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!

公切线双圆弧齿廓示意图
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式中&

M

4

"""公切线段横坐标$

''

+

24

"""公切线段纵坐标$
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(

"""齿厚$
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"

"""公切线夹角$
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"""公切线长度参数变量$
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"""为公切线长度$
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式中&

M
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"""柔轮凹齿廓横坐标$
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20

"""柔轮凹齿廓纵坐标$
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A

"""凹圆弧齿廓半径$
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"""凹圆弧角度参数变量$
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基于包络理论和运动学仿真的共轭齿廓设计

为表达谐波减速器各构件之间的相对运动关系$以

钢轮固定$波发生器输入$柔轮输出建立如图
4

所示的坐

标系统$其中坐标系
7

Y

!

,

Y

$

.

Y

#与钢轮固连$坐标原点

U

Y

与谐波传动的回转中心重合$

.

Y

为钢轮齿槽的对称

线+坐标系
7

T

!

,

T

$

.

T

#与柔轮固连$坐标原点
U

T

为柔轮

齿的对称线与柔轮原始曲线
1

T

!原始曲线是指位于受载

平面内柔轮的中线在波发生器作用下形成的弹性变形曲

线#的交点$

.

T

为柔轮轮齿齿廓的对称线+坐标系
7

5

!

,

5

$

.

5

#与波发生器固连$坐标原点
U

5

作用在谐波传动

的回转中心$与
U

Y

重合$

.

5

与波发生器的长轴重合%

!!

柔轮原始曲线在极坐标下的方程表达式为&

%

V

=
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式中&
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"""柔轮极坐标半径$
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"""柔轮未变形时的半径$
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!!)

!

*

#"""柔轮径向变形量!以波发生器为标准椭圆

波发生器#$

)
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图
4

!

谐波传动转角关系
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*;:;*(9)3-3A,(:'3-)2@:)<;

!!)

5

"""柔轮最大径向变形量$
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%

图
4

坐标系中其余各参数表达式&
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式中&

2

"""柔轮的切向变形量$

''

+

,

"""柔轮轮齿的偏转角$

k

+

&

"""柔轮的转角$

k

+

-

'

R

!

"""广义传动比+

-

"""柔轮的变形波数$取
4

+

R

!

"""柔轮齿数+

5

"""柔轮的
.

T

轴与钢轮的
.

Y

轴的夹角$

k

%

基于包络理论$与柔轮齿廓相共轭的钢轮齿廓表达

式为&
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#

将式!

!

#

"

式!

7

#代入式!

#

#以求解共轭钢轮齿廓$

式!

#

#包含有隐函数的偏导求解$其数值解不易求解$通

过结合运动仿真可以简化其求解过程%由柔轮坐标系到

钢轮坐标系的坐标映射关系$通过
P(9*(D

编程$以柔轮

的一个单齿相对于钢轮的一个完整的啮入(啮出过程$得

到柔轮轮齿相对于钢轮轮齿的运动轨迹$再对运动轨迹

中的一系列曲线族进行数学包络$通过最小二乘法拟合

曲线族即可求得所需的钢轮齿廓%图
0

中的粗曲线即为

与柔轮齿廓相共轭的钢轮齿廓%

4

!

公切线双圆弧谐波传动啮合分析
41!

!

共轭柔轮空间齿廓计算实例

以模数
0 i510!!

(柔轮齿数
R

!

i!#5

(钢轮齿数
R

4

i

图
0

!

柔轮运动轨迹的包络

N)

.

C:;0

!

%-<;*3

>

;3AA*;\/

>

*)-;9:(

]

;293:

?

!#4

$钢轮固定(波发生器!以椭圆凸轮代替#输入(柔轮输

出(单极传动比为
65

的公切线双圆弧齿廓的谐波减速器

为例$柔轮齿廓参数如表
!

所示%

!!

图
$

为一个柔轮齿的沿轴向侧面的齿廓图%由

P(9*(D

仿真分析可得修形角
!

i51#J"k

$此时共切线双圆

弧柔轮齿廓相对于共轭钢轮齿廓啮合轨迹不会发生齿廓

干涉现象%图
7

为柔轮齿齿廓在前端面和后端面的运动

轨迹%

414

!

谐波传动三维实体建模

建立谐波传动三维模型$将模型以
\

.

9

格式导入

Q-/

?

/=3:BD;-2,

中%柔轮材料选用
05R:P-[)Q

$材料

密度为
JJ75B

.

'

'

0

$弹性模量为
!1"#j!5

7

YM(

$泊松比

为
510

+钢轮和椭圆凸轮材料选用
$5

/

碳素结构钢$材料

密度为
J675B

.

'

'

0

$弹性模量为
41!5j!5

7

YM(

$泊松比

为
514#"

%选用八节点六面体单元对模型进行网格划分$

网格质量的好坏直接影响模型的分析结果$柔轮和钢

轮啮合轮齿网格划分应该更为精密$此处选用
/)+;

为

表
!

!

柔轮齿廓参数

X(D*;!

!

M:3A)*;

>

(:(';9;:/3AN*;\/

>

*)-;

符号 参数 符号 参数

0 510!!

"

!4

%

(

510!!

=

(

51!

%

A

517"!

=

A

51!7

*

(

51!6J 8

>

515J0

*

A

510!!

,

!

G51!0J

图
$

!

柔轮轴向轮齿修形示意图

N)

.

C:;$

!

[2,;'(9)2@)(

.

:('3AA*;\/

>

*)-;

.

;(:'3@)A)2(9)3-

%*!

"

3̀*10J

"
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图
7

!

柔轮各截面的运动轨迹

N)

.

C:;7

!

X,;'39)3-9:(2B3A;(2,/;29)3-3AN*;\/

>

*)-;

51#''

对柔轮和钢轮齿进行网格加密%波发生器和柔

轮内侧壁面的接触
/)+;

选用
!''

进行加密$其他区域选

用
4''

进行网格划分$网格划分效果图如图
#

所示%

!!

考虑柔轮的结构特点$模型中存在的接触面为&椭圆

凸轮的外表面和柔轮内壁表面$椭圆凸轮外表面为,接触

面-$柔轮内壁表面为,目标面-+柔轮齿面和钢轮齿面$柔

轮齿面为,接触面-$钢轮齿面为,目标面-%接触面的摩

擦因数取
51!

$钢轮设置固定约束$柔轮和椭圆凸轮设置

位移约束!只释放其轴向的旋转约束#%由于柔轮的应力

求解为非线性大变形问题求解$所以求解时开启,大变

形-设置$同时为提高求解的收敛性$最小增量步调整

为
!5

"

%

410

!

柔轮应力与变形分析

通过
Q-/

?

/

进行谐波减速器的三维弹性接触有限元

分析$建立谐波传动
0

种装配状态&

#

柔轮和波发生器装

配+

$

柔轮$波发生器和钢轮装配+

+

柔轮$波发生器和

钢轮装配同时加载负载转矩%分析其在柔轮长轴处的应

力和变形$图
J

为谐波减速器
0

种装配状态应力云图$

图
6

为柔轮径向变形量$图
"

为柔轮齿在长轴处沿轴向

变形量%由图
6

"

图
"

可知$在无转矩的情况下$波发生

器装配和钢轮装配使柔轮变形量相近$而转矩的施加使

柔轮的变形量产生明显的变化$因此转矩是影响柔轮变

图
#

!

局部网格划分效果图

N)

.

C:;#

!

H32(*';/,)-

.

:;-@;:)-

.

形量的重要因素%

0

!

基于响应面模型柔轮应力分析优化
01!

!

响应面模型建立

为探究转矩和柔轮齿根圆半径对柔轮应力的影响规

律$现建立以转矩和齿根圆半径为参数的响应面模型$探

图
J

!

柔轮齿应力云图

N)

.

C:;J

!

[9:;//-;

>

,3

.

:('3AA*;\)D*;

.

;(:9;;9,

图
6

!

柔轮径向变形量

N)

.

C:;6

!

T(@)(*@;A3:'(9)3-3AN*;\/

>

*)-;

&*!

机械与控制
PQRK8S%ORESXTEH

总第
40$

期
"

454!

年
$

月
"



图
"

!

柔轮齿长轴处沿轴向变形量

N)

.

C:;"

!

Q\)(*@;A3:'(9)3-3AA*;\)D*;

.

;(:9339,

(9*3-

.

(\)/

究其对柔轮应力的影响%设计参数分析试验$转矩以两

个力
N3:2;!

和
N3:2;4

的形式施加在柔轮齿面上$这两个

力大小相等方向相反$参数如表
4

所示%

!!

图
!5

为转矩和柔轮齿根圆半径对柔轮最大等效应

力敏感度分析图%由图
!5

可知$转矩对柔轮应力的影响

呈正相关$柔轮齿根圆半径对应力的影响呈负相关%而

且转矩和柔轮齿根圆半径都对柔轮应力有着较大的影

响$所以如何在转矩和柔轮齿根圆半径所选用的取值范

围内取得合适的值$使得柔轮的应力最小还需要进一步

探究%

014

!

柔轮参数对柔轮应力影响规律

由图
!!

可知$柔轮应力随着负载转矩的增加而增

加$随着齿根圆半径的增加而下降%柔轮齿廓参数!柔轮

齿根圆半径#对应力的影响比负载转矩更加明显$这是由

于谐波传动为多齿啮合传动$单齿所受到的应力较小%

当柔轮半径取
515"''

$负载
N3:2;!i!55S

时$柔轮等

效应力最大+当柔轮半径取
51!!''

$负载
N3:2;!i"5S

时$柔轮等效应力最小%

表
4

!

柔轮参数设计点表

X(D*;4

!

I;/)

.

-

>

3)-9/3AA*;\/

>

*)-;

>

(:(';9;:/

节点数
N3:2;!

'

N3:2;4

'

S

半径
N

'

''

应力'
PM(

! "5 515" 4#501"

4 "5 51!5 475J1J

0 "5 51!! 4$0414

$ !55 515" 4#$71!

7 !55 51!5 477414

# !55 51!! 4$J717

J !!5 515" 4#6#14

6 !!5 51!5 47"$1J

" !!5 51!! 47!61J

图
!5

!

柔轮参数应力敏感度

N)

.

C:;!5

!

[9:;///;-/)9)<)9

?

3AA*;\/

>

*)-;

>

(:(';9;:/

图
!!

!

柔轮参数对应力影响云图

N)

.

C:;!!

!

8-A*C;-2;3AA*;\/

>

*)-;

>

(:(';9;:/3-/9:;//

$

!

结论
!

!

#基于包络理论$结合运动仿真的数值解法$是一

种可行的求解谐波传动共轭齿廓的方法%

!

4

#由柔轮的一个单齿相对于共轭的钢轮齿廓以一

个完成的啮入啮出过程画出的运动轨迹$通过调节柔轮

的齿形$使其啮合过程在钢轮齿廓的包络下$无干涉发

生%当柔轮齿主截面相对于后截面调节角度为
!

i

51#J"k

时$柔轮齿轨迹与钢轮齿无干涉发生%

!

0

#由于谐波传动为多齿啮合传动$单齿所受的载荷

较小$所以柔轮转矩相较于齿廓参数对应力的影响较小%

!

$

#试验仅为理论分析$所求共轭齿廓的啮合性能还

需进一步验证%
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